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Un phenomene de concentration de genre 

Henry de Thelin 


Resume 

Nous montrons que le genre des preimages d’une droite projective par un endo- 
morphisme holomorphe generique de P 2 (C) se concentre sur le support de la mesure 
de Green. 


A phenomenon of concentration of genus 
Abstract 

We show that the main part of the genus of the preimages of a projective line by a 
generic holomorphic endomorphism of CP 2 goes to the support of the Green measure. 

Mots-clefs : dynamique holomorphe, laminarite. 

AMS : 32H50, 32U40, 32Q45. 

Introduction 

E. Bedford, M. Lyubich et J. Smillie ont introduit dans [1] une notion de lamination en 
un sens faible qui decrit les ensembles de Julia des applications de Henon : les courants 
laminaires. Ce sont des (1, l)-courants positifs qui s’ecrivent localement comme une inte¬ 
grate de courants d’integration sur une famille de disques holomorphes disjoints, hors d’un 
ensemble negligeable. 

Les courants laminaires peuvent. s’obtenir comme limite de courbes analytiques dont le 
genre n’augmente pas plus vite que 1’aire (voir [1], [5] et [4]). Plus precisement, si la situa¬ 
tion est locale on a : 

Theoreme. Voir [4]■ 

Soit C n une suite de courbes analytiques lisses de la boule unite B de C 2 . 

On note A n I’aire de C n , G n le genre de C n et on suppose que T n = converge vers un 
(1, 1 )-courant positif ferme T de B. 

Alors, si G n = 0{A n ), T est laminaire. 

\C 1 

On peut utiliser ce theoreme pour l’etude de courants limites de L ^- ou C n est une courbe 
algebrique lisse de P 2 (C) (par exemple C n = f~ n (L ) ou / est un endomorphisme holo¬ 
morphe de P 2 (C) et L une droite projective generique). En effet, malgre un genre total 
en 0{Al), si on sait trouver un ouvert ou le genre se concentre peu (en 0(A„.)), on en 
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deduit la laminarite des courants limites dans celui-ci. Cela nous conduit naturellement a 
l’objet de cet article : la concentration du genre des courbes lisses precedentes, issues de la 
dynamique. 

A partir d’un endomorphisme holomorphe, /, de degre d 2, J.E. Fornsess et N. Sibony 
ont defini le courant de Green, T, associe a / (voir [8]), dont le support est l’ensemble 
de Julia de /. Ce courant possede un potentiel continu : on peut done definir son auto¬ 
intersection p = T A T (voir [8]). D’autre part, en generalisant un result at de Fornaess et 
Sibony (voir [10]), C. Favre et M. Jonsson (voir [7]) ont montre que ce courant est naturel 
d’un point de vue dynamique : il equirepartit les preimages de droites generiques. En effet, 
si C n = f~ n (L) avec L une droite projective, alors converge vers T sauf pour 

un ensemble algebrique de droites L. Autrement dit, dans notre situation, l’etude de la 
laminarite de T se ramene a celle du genre de f~ n (L). 

Quand / est un endomorphisme critiquement fini, i.e. dont le lieu critique est preperi- 
odique, cette approche aboutit : 

Theoreme 1. Pour un endomorphisme holomorphe f critiquement fini, le genre de Vimage 
reciproque par f n d’une droite projective generique L, f~ n (L), est domine par 0(d n ) en 
dehors d’un voisinage du support de la mesure p. Ici L generique signifie que L est en 
dehors d’une union denombrable d'ensembles algebriques du dual de P 2 (C). 

Corollaire. Pour un endomorphisme holomorphe critiquement fini, le courant de Green 
T est laminaire en dehors du support de la mesure //. 

Remarquons qu’il existe des exemples d’endomorphismes critiquement finis dont le courant 
de Green est laminaire settlement en dehors du support de p. II suffit de prendre la suspen¬ 
sion a P 2 (C) d’un exemple de Lattes de P 1 (C). Par ailleurs, il est naturel de ne pas avoir 
de la laminarite sur le support de p. En effet dans [6], R. Dujardin a montre qu’un courant 
T fortement approximable (condition un peu plus forte que laminaire) sur le support de 
T AT, a potentiel continu verifie TAT = 0. Signalons enfin qu’il existe des endomorphismes 
critiquement finis pour lesquels le support de p est different du support de T (par exemple 
f([z : w : t]) = [z d : w d : t d }). 

Pour / generique, le genre des preimages d’une droite se concentre toujours sur le support 
de p : hors de celui-ci, on obtient un controle en 0{d n ^ +e ^). Plus precisement, le resultat 
principal de ce texte est le : 

Theoreme 2. Pour f generique. parmi les endomorphismes de degre d, on a : 

limsup —log max Genre(/~ n (T) — U)^ log d, 

n—>oo n Le( P 2 )* 

oil U est un petit voisinage du support de p. 

La demonstration de ce theoreme se fera essent iellement en deux etapes. En effet, si on 
admet un instant que les anses de f~ n (L) sont infiniment petites, on constate qu’une anse 
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de / _1 (L), tiree en arriere par / n_1 , se comporte comme (ou x est un point 

de P 2 (C)). Autrement dit, la premiere etape de la demonstration consistera a controler le 
nombre de points de f~ n {x) hors d’un petit voisinage du support de p. Celle-ci s’enonc.e : 

Proposition 3. Pour f generique parmi les endomorphismes de degre d, on a : 

limsup — logmaxCardinal(/~ n (x) — U) ^ logd, 

n —>oo XL xGF 2 

oil U est un petit voisinage du support de p. 

La sec.onde etape consistera alors a dominer la taille des anses. Pour cela, on utilisera des 
modules d’anneaux et des comparaisons aire-longueur. 

Void done le plan de ce texte : dans le premier paragraphe, on traitera le cas critique- 
ment fini tandis que dans le second on demontrera la proposition 3. Enfin la dernier© 
partie sera c.onsacree a la preuve du theoreme 2. 

Remerciement : Je tiens a remercier mon directeur de these Julien Duval pour son 
aide prec.ieuse dans l’elaboration de cet article. 

1 Le cas critiquement fini 

Un endomorphisme holomorphe est critiquement fini si son lieu postcritique, C = U n ^o/ n (C'/) 
(ou Cf est l’ensemble critique de /), est une courbe algebrique (voir [9]). 

Demonstration du theoreme 1. 

Pour calculer le genre de /~ n (L), on va c.onstruire une triangulation de L qui se relevera en 
une triangulation de f~ n (L) (par triangulation, on entend decomposition en des disques). 
Pour conclure, il restera alors a faire un calcul de caraeteristique d’Euler sur f~ n (L) et a 
utiliser le fait que le genre d’une surface connexe M qui a b composantes de bord est egal 
al —« 

On va supposer que f~ n (L) est lisse (ce qui est vrai pour L generique). D’autre part, 
on va traiter le cas d’une droite L qui passe par un point a appartenant au support de p 
prive de C telle que Cardinal (L n C) = degre de C = r (e’est possible car p ne charge pas 
C). Le cas d’une droite generique se fait d’une maniere proche. 

Dans la suite, on supposera que a est le pole nord de L. 

Quitte a bouger un pen la droite, on pent supposer que l’intersection des meridiens qui 
passent par C n L avec l’equateur est constitute de r points : oq,..., a T . On les ordonne via 
une orientation de l’equateur. 

En c.onsiderant alors les meridiens qui passent par le milieu des segments [aqOj+i] (i = 

1 ,...,r — 1) et [a T ,ai] (ou les segments consideres sont situes sur l’equateur), on obtient 
une triangulation de L avec r faces, r aretes et deux sommets. 
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Cette triangulation se releve par f n en une triangulation de f~ n (L). En effet, un disque 
qui rencontre C en au plus un point se releve en un disque par f n . 

On va maintenant calender le genre de f~ n (L) hors d’un 7 -voisinage du support de la 
mesure n, U 1 . 

Soit T la reunion des aretes et des sommets de la triangulation qui sont contenus dans t / 7 ; 
alors g{f~ n {L) - C/ 7 ) ^ g(f~ n (L ) - T). 

D’autre part, une composante connexe de f~ n (L) — T peut etre de deux types : 

- soit elle ne contient pas d’arete de la triangulation et alors e’est un disque (done de genre 
nul), 

- soit elle en contient au moins une. 

Si Q designe bunion des composantes du deuxieme type, on obt.ient : 

y( Q) 

g(f~ n (L) — C/ 7 ) ^ Nombre de composantes de Q — : —-—. 


Ainsi : 


g(f "(L) — C/ 7 ) ^ -du nombre d’aretes qui sortent de t/ 7 . 


En effet les faces qui composent les elements de Q etant des disques, — x(Q) est majore 
par le nombre d’aretes qui sortent de t/ 7 . 

II reste done a majorer ce dernier t.erme. 


Les aretes etant attachees au support de g, on en deduit. que le genre de f~ n (L) hors de t / 7 
est majore (a une constante pres) par le nombre d’aretes de la triangulation de diametre 
superieur a 7 . II suffit done de majorer ce terme par 0(d n ). C’est l’objet du : 

Lemme 4. Les preimages par f n des aretes de la triangulation de L sont de diametre 
inferieur a 7 (sauf 0(d n ) d’entre dies). 


Demonstration. La demonstration de ce lemme repose sur la comparaison aire-diametre 
qui suit (voir [ 2 ]). 

Fait : 

II existe C > 0 tel que, pour toute paire de disques holomorphes D C D dans P 2 (C), on 
ait 


(Diam(E >)) 2 < C 


Air e(D) 


min(l, Mod(A))' 


ou A designe l’anneau D — D. 


On peut mettre une arete a de la triangulation de L dans un disque D disjoint de C, de 
sorte que le module de l’anneau D — a soit egal a une constante m inferieure a 1 et qui ne 
depend que de C n L. 

On note f~ n les branches inverses de f n sur D. Les anneaux f~ n {D — a) ont le memo 
module que celui de D — a. 

En utilisant le fait precedent, on obtient done une majoration du carre du diametre de 
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/j _n (a) par ^Air e(ff n (D)). Autrement dit, le nornbre de branches inverses pour lesquelles 
le diametre de f~ n (a) est superieur a 7 est majore par ^ 7 Aire(/~ n (L)) = C’est ce 
que Ton voulait demontrer. 

□ 

□ 

Dans le cas d’un endomorphisme quelconque, si on decoupe L avec des disques qui ne 
rencontrent les valeurs critiques V = f(Cf) qu’en un seul point et que l’on remonte cette 
triangulation par /, on en obtient une de / - 1 (L). C’ependant les elements de cette tri¬ 
angulation n’ont aucune raison de continuer a rester des disques quand on les relevera de 
nouveau par / (certains d’entre eux peuvent toucher V en plusieurs points). Pour conserver 
une triangulation, il faudra done faire un redecoupage. 

Lors de cette operation, on pourra garder le controle des longueurs des preimages des aretes 
(on aura au plus d n ( 1+£ ) aretes de longueur superieure a 7 ). On compensera alors la perte 
de 1 ’attache par le controle en d n ( 1+£ ) du nornbre de points de f~ n (x ) hors de Ux, pom- 
tout point x de P 2 (C) (ce controle sera vrai pour des endomorphismes / generiques). Cela 
suffira pour majorer le genre car les aretes qui sortent de XJ 1 sont composees des aretes de 
longueur superieure a 7 , auxquelles on ajoute celles qui ont un sommet hors de Ux- 

Le plan de la demonstration du theoreme 2 sera done le suivant : dans un premier temps 
on montrera que Ton peut c.ontroler le nornbre de points de f~ n (x ) hors de Ux par d n ^ 1+£ \ 
Puis, on verra que cela permet effectivement de majorer le genre de f~ n {L) hors de C / 7 par 

(jn{l+£) 


2 Controle des preimages des points 

Le controle du nornbre d’antecedents eloignes du support de // d’un point x de P 2 (C) 
s’inspire du calcul de l’entropie topologique d’un endomorphisme holomorphe de degre d. 
Apres cpielques rappels sur l’entropie topologique qni inc.luront les differentes etapes de ce 
calcul, on passera au controle des preimages de points. 

2.1 Entropie topologique 

L’entropie topologique /q 0 p (/) es t definie par (voir par example [12]) : 

/itop(/) = suplimsup — l o g( max {Card(F), F (n, 5)-separe}) 

^ 5>o n— >00 n 

ou un ensemble est dit (n, d)-separe si pour tout couple (x,y) G F 2 on a d n (x,y) := 
maxo^q^n-i d(f q (x), f q (y)) ^ 5. 

C’est done une quantite qui decrit le nornbre d’orbites que l’on peut disc.erner a une erreur 
5 pres en un temps n. 
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Un endomorphisme / holomorphe de P 2 (C) est d’entropie topologique 21ogd. L’obtention 
de cette valeur est la combinaison d’une majoration obtenue par M. Gromov (voir [11]) et 
d’une minoration due a M. Misiurewicz et F. Przytycki (voir [12]). 


La majoration repose de maniere cruciale sur le theoreme de Lelong (voir [13]). 

Si on note T n = {(x,f(x),f n ~ 1 (x)),x € P 2 (C)} le multigraphe de / d’ordre n, on voit 
qu’un ensemble F (n, d)-separe donne un ensemble G <5-separe dans T n pour la distance 
produit (qui est d n ). En designant par u n la forme kahlerienne sur (P 2 (C)) n induite par la 
forme de Fubini-Study u sur chaque facteur, on a : 



£ 

= voi(r n ) > ^2 voi (B n (y, -) n r n ) 

y&G 


ou B n (y, |) est la boule centree en y de rayon | pour la metrique d n . Le theoreme de 
Lelong nous conduit alors a une minoration du volume de T n par C(Card(G)) (ou C est 
une constant^, independante de n). Autrement dit, l’entropie topologique est majoree par 
la quantity : 

1 If 

lov(f) := limsup — log(vol(r n )) = limsup —log / w 2 

n^oo Tl n^oo Tl J p n 


qui est egale a 

i r 

lim sup — log / 'S'' f *io A fi*LU = 2 log d, 

n—><x> n 2 {C) i j=0 


car P*uj est c.ohomologue a d l uo. 


La minoration repose sur la construction d’ensembles (n, d)-separes dans les preimages 
f~ n (x ) de points x dont les antecedents ne s’approchent pas trop souvent de l’ensemble 
critique. 

Elle s’inscrit dans un cadre plus general, celui des applications de classe C 1 : 

Theoreme 5. (Misiurewicz-Przytycki) 

Si M est une variete lisse, compacte et orientable et f : M —> M une application de classe 
C 1 , on a : 

htoptf) ^ log |deg(/)|. 

En void le schema (voir [12]). 

Supposons tout d’abord que / est un revetement de degre N. 

Pour 5 assez petit, tous les points de f~ 1 (x) sont a distance au moins 5 les uns des autres (et 
ceci uniformement en x). De la, on en deduit que les points de f~ n (x ) forment un ensemble 
(n, d)-separe de cardinal N n (pour x fixe dans M). En effet, si y\ , jj 2 sont dans f~ n (x ) 
et l designe le plus petit entier tel que f\yi) = f l {y 2 ), on a d(/ i_1 (yi), f l l {y 2 )) ^ S. 
Autrement dit, 

hop(f) ^ lo g N = log |deg(/)|. 
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Quand / n’est pas un revetement, un bon choix de x permet essentiellement de se ramener 
au cas precedent. En effet, le theoreme de Sard permet de prendre x de sorte que la n-orbite 
des points de f~ n (x ) transite pen dans un petit voisinage de l’ensemble critique. 


Void le plan de la demonstration de la proposition 3. Ici I / 7 designe toujours un 7 -voisinage 
du support de p. 

Dans un premier temps, on va majorer le cardinal d’un ensemble (n, 5)-separe hors de I / 7 
par d n ( 1+£ \ II s’agit done de localiser au complementaire de t / 7 l’argument de Gromov. 
Autrement dit, on sera essentiellement rarnene a majorer vol(r n |t/ 7 ) = f r ^ Uc u> n Aw n par 

cP(i +£ ). Ce raisonnement est valable pour tout endomorphisme de P 2 (C). 

La seconde etape consiste a construire un ensemble (n, 5)-separe contenu dans un ensemble 
P n de points de f~ n (x), de cardinal minore par Cardinal(P n )o? _2an . C’est dans cette etape 
que Ton utilise la genericite de /. 

2.2 Majoration du cardinal d’ensembles (n, 6 )-separes 

Dans ce paragraphe, on va demontrer le lemme suivant : 

Lemme 6. Pour f un endomorphisme holomorphe quelconque, le cardinal d’un ensemble 
(n, 5)-separe hors de t / 7 (avec 6 petit) est majore par Cnd n (ou C est une constante qui 
ne depend que de 5 et r y). 

Demonstration. Dans la demonstration, on notera toujours C toute constant® qui ne 
depend que de 8 et 7 . 

Soit F un ensemble (n, <5)-separe hors de XJ 1 . II induit un ensemble G <5-separe dans 

r„|(D 7 ) c . 

On a alors, 

vol(r n |C/|) > vol (B n (y, i) n r n ) ^ C Card (F), 

yeG 

par le theoreme de Lelong. 

On obtient done une minoration du volume du multigraphe restreint a U5 par C Card(F) 

2 

(avec 5 petit). 

Pour dominer le cardinal de F par Cnd n , il reste done a majorer fol(r n |£/ 7 ) par cette 

2 

meme quantite. 

Tout d’abord, on a : 
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La majoration de vol(r n |C/ 2 ) par Cnd n se deduit done de celle de 
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p*u p*u 

A -—— 

d l <P 


P arC, (^ + i)- 

On notera T = Rappelons la construction de T (voir [ 8 ]). 
Comme la forme f*co est cohomologue a du>, on a : 

f*iO 

—— = oj + dd u, 
d 

ou u est une fonction lisse de P 2 (C). 

En iterant c.ette relation, on obtient que : 


Ti = oj + dd c Gi, 


„ vpr , r< _ y'i-1 Wi 
avec — z_jI = q d i ■ 

Autrement dit, en passant a la limite, on a T = u + dd c G ou G est une fontion continue 
qui verifie : 


max | Gi 



Soit maintenant V’ une fonction C°° a support compact dans U ^_, comprise entre 0 et 1 et 

3 

qui vaut 1 sur U5. Alors : 

2 




ipTi A Tj ^ 


/ 


il^Ti A Tj. 


Mais la derniere integrate est egale a : 

J ip(Ti - T) A Tj + J ij>T A (T,- - T) 


car f i/)T A T est dominee par T A T(C/§) qui vaut 0. 

Autrement dit, si on sait majorer f — T) A S (ou S designe un (1, l)-courant positif 
ferine de masse 1 ) par . on pourra conclure. 

Cependant, on a : 

J if>(Tj - T) A S = J (Gi — G)dd c ^ A S, 

e’est-a-dire, 

J il>(Ti - T) A 5 |Gi - G| P 2 (C) |' 0 | C 2 , 

qui est bien majore par 

□ 



Remarquons au passage le : 

Corollaire. L’entropie topologique htop(f\U^) est majoree par log d. 

Ici, h^ Q -p(f\U^) designe l’entropie topologique de / localisee a U°. Elle est definie par : 

htovif\U%) = suplimsup — log(max{Card(P), F ( n, 6 ) separe, F C UF}). 

P < 5>0 n—>oo n 

2.3 Construction d’ensembles (n, 5)-separes 

On considere un e-voisinage, C £ , de l’ensemble critique de /. L’applic.ation / est localement 
injective sur le complementaire de C £ . II existe done 5 > 0 tel que pour x et y dans ( C £ ) c 
avec d(x,y ) ^ 5 on ait f(x) F /(?/)• Enfin, on prend b strictement plus petit que e. 
L’objectif de ce paragraphe est alors de demontrer : 

Lemme 7. On pent construire un ensemble ( n, b)-separe contenu dans un ensemble P n de 
points de f~ n (x), de cardinal minore par Card (P n )d~ 2m , oil m est le nomire maxim,al de 
passages de l ’orbite d ’ordi'e n d ’un point de P n dans C 2 £ ■ 

Demonstration. La demonstration de ce lemme va se faire en deux etapes. Dans la pre¬ 
miere, on va construire un ensemble (n, b)-separe contenu dans 1’ensemble P n . Dans la 
seconde, on mi nor era le cardinal de cet ensemble. 

On note P n -k l’ensemble f k (P n ). 

Dans un premier temps, on part de x et on considere les points de P\ C / _1 (x). 

Parmi eux, il y a ceux qui sont dans ( C 2 £ ) c et ceux qui n’y sont pas. On va garder tous les 
points qui sont dans la premiere categorie. Ensuite, parmi ceux qui sont dans C 2 £ , on ne 
garde que celui qui a le plus d antecedents dans P n . On note Q\ 1’ensemble constitue par 
ce point et par les points de Pi fl ( C 2 £ ) c ■ D’autre part, on dira que l’on a eu une mauvaise 
transition au point de (CF) que Ton a conserve. 

En remplagant maintenant x par les points de Q\ dans le raisonnement precedent, on 
construit un ensemble Q 2 C P 2 . Puis, en iterant le precede, on arrive a un ensemble 
Q n C P„ C f~ n (x). 

L’ensemble Q n obtenu est (n, 5)-separe. 

En effet, si yi,y 2 € Q n et d(f k (y 1 ), f k (y 2 )) F b pour k = 0, ...,n - 1 alors / n_1 (yi) = 
f n l (y 2 ) car de deux choses l’une : 

soit / n-1 (yi) et f n ~ l {y 2 ) sont dans (C £ ) c et Legality provient de la definition de b ; 
soit f n ~ l {yi) ou f n ~ 1 (y 2 ) est dans C £ et alors ces deux elements sont dans C 2 e (car b est 
inferieur a e) et l’egalite decoule de la definition de Q\. 

A partir de la, on montre de meme que f n ^ 2 {y\) = f n ~ 2 {y 2 ) et ainsi de suite jusqu’a 

yi = V 2 - 

On a done construit un ensemble (n,<5)-separe, Q n , inclus dans P n . II reste a minorer le 
cardinal de cet ensemble par Card(P n )d -2m . 
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On va faire une recurrence sur le nornbre maximal k de mauvaises transitions entre x 
et un point y de P n (ce nornbre varie entre 0 et ra). Elle va montrer que le cardinal de Q n 
est minore par Card {P n )d~ 2k . 

Pour k = 0, le resultat est c.lair car on n’enleve aucun point de P n . 

On va trailer le cas k = 1 pour mieux comprendre le precede. 

Si on part d’un point y dans P n , on a deux possibility : 

- Soit il existe l dans {l,...,n} tel que f l (y) soit une mauvaise transition. Dans ce cas, 
on note S(y) l’ensemble des preimages dans P n des points de / _ 1 (/^ + 1 ^(y)) O P n -i O C^e- 
Comme on ne garde que la branc.he qui donne le plus de points dans P n . on en deduit que 
parmi les points de S(y), il y en a au moins Card(5(y))d -2 qui sont dans Q n . 

- Soit ce l n’existe pas et alors y est dans Q n . Dans ce cas, on note S(y) = y. 

Maintenant, on pent recommencer avec z G P n — S(y) et ainsi de suite. On obtient done : 

Card(Q n ) ^ Card(P n )<i _2 . 

On suppose la propriete vraie jusqu’au rang k et on veut la montrer au rang k + 1. 

Quand on enleve les points de P n correspondant aux k premieres mauvaises transitions, on 
obtient un sous-ensemble de P n (qui contient Q n ) de cardinal minore par Card (P n )d~ 2k . 
Dans chaque branche de ce sous-ensemble il reste au plus une mauvaise transition. On 
se retrouve done dans le cas k = 1 avec ce sous-ensemble a la place de P n . Autrement 
dit, on trouve bien une minoration de Q n par d~ 2 (Caid(P n )d~ 2k ) = Card (P n )d~ 2 ^ k+1 \ La 
recurrence est done demontree. 

Dans notre situation, on sait que le nornbre de mauvaises transitions est majore par m. 
On obtient done une minoration du cardinal de l’ensemble Q n , ( n , 5)-separe, par Card (P n )d~ 

□ 


2.4 Fin de la demonstration de la proposition 3 

On fixe a > 0 arbitrairement petit et dans toute la suite n sera suppose grand. 

On rappelle que l’on considere des endomorphismes holomorphes generiques. C’ela signifie 
c|ue Cf D P(Cf) fl = 0 des que i,j € N* et i ^ j. La genericite de cette condition 

est demontree dans [9]. 

Soit k tel que | < a. 

Tout d’abord, si e est assez petit, on a C^e fl f l {C 2 £ ) 0 f J {C 2 S ) = 0 si i,j € {1, k} et 
*7 ^ 3 ■ 

Ensuite, V application / est loc.alement injective sur le complement air e de C e . Il existe done 
5 = 5(a,f ) > 0 tel que pour x et y dans ( C £ ) c avec d(x,y) ^ 5 on ait f(x) / f(y). Enfin, 
on prend <5 petit devant e et 7 . 

Maintenant, en utilisant le paragraph© precedent, si on fixe un point x de P 2 (C) et que Lon 
note P n 1’ensemble de ses preimages par f n qui se trouvent hors de C/ 7 , on pent construire 
un ensemble (n, (5)-separe inclus dans P n de cardinal minore par Card(P n )d _2m (ou m est 
le nornbre maximal de passages de l’orbite d’ordre n d’un point de P n dans C^). 


2m 
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D’autre part, en utilisant la majoration obtenue dans le lemme 6 , le cardinal de cet ensem¬ 
ble est majore par Cnd n (ou C est une constant! qui ne depend que de 6 et 7 ). 

A ut reman dit, on a : 

Card(P n ) ^ Cnd 2m d n . 


Maintenant, si on montre que pour tout point y de P 2 (C), le nombre de passages de 1’orbite 
d’ordre n de y dans C 2e est majore par an (pour n grand), on aura : 

Card(P n ) sC Cnd n{2a+1 \ 


et la proposition sera demontree. 

Soit done A l’ensemble des points de P 2 (C) dont l’orbite visite souvent un 2e-voisinage 
de l’ensemble critique, i.e. : 

A = {x e P 2 (C)/ Card(C' 2£ n {x,f(x), > an}. 

Alors A est bien vide : 

en effet, soit y € A. Si on prend m G N avec m + k ^ n, on a : 

Card(i 6 {m, ...,m + k}, f(y) G C 2e ) < 2 
par definition de e. D’ou 

n 2 2 

Card(i € {1 ,n}, f(y ) G C 2e ) < 2([-] + 1) ^ n(- + -) < an. 


3 Controle du genre 

Dans c.e paragraphe, on va passer a la demonstration du theoreme 2. Dans celle-ci, il suffit 
de trailer le cas ou L est generique. En effet, une majoration du genre de f~ n (L ) — U 
pour des droites generiques par Cd^ l+ °^ n (avec C independante de L) conduit a la meme 
majoration du genre de f~ n (L) — U pour toutes les droites par passage a la limite. Dans 
toute la suite on supposera done que f~ n (L ) est lisse et que L est transverse a l’ensemble 
postcritique. 

Pour majorer le genre de f~ n (L) — U, on va construire une partition en disques et anneaux 
de f~ n (L) et faire un calcul de caracteristique d’Euler. Cependant, lors de la demonstration 
du cas c.ritiquement fini, on a vu que Ton devait controler la longueur des aretes de la 
triangulation. Dans c.e but, on va utiliser ici un peu de geometrie hyperbolique. En effet, 
si on considere une petite arete dans la partie epaisse d’une surface hyperbolique, on peut 
Pinserer dans un disque de sort.e a controler le module de l’anneau ainsi cree. On est done 
en mesure d’utiliser un argument longueur-aire. 

Void le plan de ce paragraphe : la decomposition de f~ n (L) en disques et anneaux occupera 
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les deux premieres parties. En effet, dans un premier temps on construira de telles partitions 
sur des surfaces hyperboliques quelconques d’aire finie. Puis, on utilisera cette construction 
de fagon iterative pour produire la partition de f~ n {L ) que Ton cherche. Enfin les deux 
dernieres parties seront consacrees d’une part a la majoration du genre et d’autre part au 
controle des longueurs des aretes de la triangulation. 

3.1 Construction d’une partition statique 

Dans cette partie, on va produire une partition en disques et anneaux d’une surface de 
Riemann hyperbolique S quelconque d’aire finie. 

Rappelons que S est composee d’une partie mince (ensemble des points ou le rayon d’injec- 
tivite est inferieur a Argsh(l)) et d’une partie epaisse. Par ailleurs la partie mince consiste 
en cusps et anneaux (voir [3] pour plus de details). 

La partition de S sera done composee de la partie mince et d’un recouvrement regulier de 
la partie epaisse par des disques. 

On note F un ensemble e-separe maximal dans la partie epaisse (avec e < Argsh(l)). L’aire 
pour une metrique de c.ourbure —1 d’un disque D(x, §) avec x dans la partie epaisse est 
une constante qui ne depend que de e. Le cardinal de F est done majore par C'aire(S') 
(on note C toute constante qui ne depend que de e). On recouvre la partie epaisse avec 
la reunion des disques D(x,e) (ou x decrit F). On en deduit une partition recouvrant la 
partie epaisse par des disques qui sont les intersections des disques precedents, d’ou une 
partition de S par des disques et des anneaux. 

Si x est un element de F. il y a au plus C points de F dans D(x, 2s). La partition ci-dessus 
contient done au plus Caire(S') aretes. Ce nombre prend en compte les aretes qui bordent 
la partie mince. 

C’est cette partition que Ton utilisera pour c.onstruire une partition dynamique de f~ n (L). 
Remarquons enfin que 1’aire de S est bornee par sa t.opologie (grace a la formule de Gauss- 
Bonnet). Autrement dit, le nombre d’aretes de la partition precedente est majore par 
-Cx(S). 

3.2 Construction de la partition dynamique de f~ n (L) 

On part d’une droite L projective et on note V l’ensemble des valeurs critiques de /. 

La premiere etape consiste a fabriquer une “bonne” partition de L composee de disques et 
d’anneaux. 

Quitte a bouger un peu L, S = L — L 0 V est une surface de Riemann hyperbolique (car 
V est de degre 3 d(d — 1) ^ 3). En utilisant le paragraphs precedent, on peut done con- 
struire une partition de 5, done de L, en des disques et des anneaux. Elle contient au plus 
CCard(L n V) aretes. 

C’est la “bonne” partition que 1’on cherchait. 

Par construction, les disques (resp. les anneaux) de la partition de L se relevent sous forme 
de disques (resp. d’anneaux). En effet, l’application / est un revelement de / _1 (L) —/ _1 (C) 
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sur L — V. Ainsi, en tirant en arriere par / la partition de L , on en obtient une de / _1 (L). 
On va maintenant raisonner dans / _1 (L) oil on veut construire une “bonne” partition. 
Quitte a bouger un pen les partitions, on supposera dans la suite que les aretes que 1’on 
construit ne touchent jamais un itere de V. 

Les disques (resp. les anneaux) de f~ 1 (L) qui rencontrent V en au plus un point (resp. qui 
ne rencontrent pas V) se relevent par / sous forme de disques (resp. d’anneaux). On ne va 
done pas les modifier. Par contre, on va redecouper les disques et anneaux qui n’entrent 
pas dans les categories ci-dessus. 

On va traiter le cas du disque (celui de l’anneau est identique). 

On note D un disque de / _1 (L) qui touche V en au moins deux points. En doublant D 
et en enlevant les points de L O D ainsi que leurs symetriques, on obtient une surface de 
Riemann S hyperbolique. 

Comme dans l’etape precedente, on produit une partition de S en utilisant les anneaux 
de la par tie mince auxquels on ajoute un recouvrement de la partie epaisse par des disques 

D(x, e). 

Pour des raisons de symetrie, le bord de D dans S est une geodesique. La partition prece¬ 
dente induit done une partition de D — D 0 V, done de D, en disques et anneaux qui 
contient C’Card(D n V) aretes. 

En recommengant ce que 1’on vient de faire avec les autres disques et anneaux qui ren¬ 
contrent V, on construit une “bonne” partition de f~ 1 (L). Si on releve celle-ci par / et 
que Ton itere le precede, on aboutit a une partition “dynamique” de f~ n (L) en disques et 
anneaux. 

Dans le paragraphe suivant, on va montrer qu’un controle des longueurs des aretes de la 
partition induit la majoration du genre de f~ n {L ) hors de Uy en d n ( 1+a \ 


3.3 Majoration du genre des preimages de droites 


On va proceder id comme dans le cas critiquement fini. 

Soit T la reunion des aretes et des sommets de la partition ainsi obtenue qui sont contenus 
dans Uy. 

Alors : 

g(f- n (L)-Uy)^g(f- n (L)-T), 
et e’est ce dernier ter me que Ton va majorer. 

Une composante connexe de f~ n (L ) — P pent etre de deux types. Soit elle ne contient pas 
d’arete de la triangulation et alors e’est necessairement un disque ou un anneau (done de 
genre nul). Soit elle en contient au moins une. Si C designe l’union des composantes du 
deuxieme type, on obtient : 


g(f n (L ) — Uy) d Nombre de composantes de C 


X (C) 


Ainsi : 


g(f n {L) — Uy) ^ -du nombre d’aretes qui sortent de Uy. 
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En effet les faces qui composent les elements de C etant des disques ou des anneaux, —x(C) 
est majore par le nombre d’aretes qui sortent de U y . 

II reste done a majorer ce dernier terme. 

Si a est line arete qui sort de t/ 7 , elle entre dans un des deux c.as suivants : 
l er cas : a possede un sommet hors de Ux. 

La majoration du nombre de ces aretes decoule alors du controle des preimages des som- 
mets. 

On fixe a > 0. 

II existe uq a partir duquel on a : 

max Card(/~" (x) n U c x ) < <T (1+a) . 
xev 2 2 

Etant donne que le nombre d’aretes creees au rang k est de l’ordre de Cd k , on obtient alors 
une majoration du nombre d’aretes de f~ n (L ) qui ont un sommet hors de Ux par : 


n—no 

E 

fc =0 


Cd k d (n-k){l+a) + Cd k d 2{n ~ k) . 


k=n—no~\-l 


Le nombre d’aretes de la partition de f~ n (L ) qui entrent dans le premier cas est done 
majore par d n ( 1+2 ") (pour n grand). 

2 eme Cas : Les deux sommets de a sont dans Ux (en particulier la longueur de a est 
superieure a 7). 

Une majoration du nombre des aretes de ce type par demontrerait le resultat. 

C’est ce controle qui va etre 1’objet du paragraphe suivant. 


3.4 Controle des longueurs des aretes de la partition 

On va voir que le controle des longueurs des aretes de la partition de f~ n (L) est possible 
quitte a la bouger un peu. Soit D un disque de f~ k (L) qui touche V en au moins deux 
points (le cas de l’anneau est identique). Rappelons que l’on note S la surface de Riemann 
hyperbolique assoc.iee a D et p, sa metrique de Poincare. 

Parmi les elements qui partitionnent D , on a des disques D(x,e) n D. 

On va voir que quitte a bouger un peu dD(x,e), on pent controler les longueurs des 
preimages par f n ~ k de dD(x,s) — {1 point}. 

Traitons l’exemple d’un disque D(x,s) 0 D ou x est a distance au moins 2e de dD. 

Sur le disque A, constitue de l’anneau D(x, 2 e) — D(x, e) auquel on a enleve une geodesique 
c qui joint 8D(x,2s) a dD(x,e), on peut definir d 2 0- fc ) branches inverses f~ n+k de f n ~ k . 
D’autre part, si on note ds 2 la metrique ambiante restreinte a f~ n (L), ( f~ n+k )*ds 2 est 
conforme a la metrique hyperbolique (ecrite en coordonnees polaires) // = dr 2 + sh 2 {r)d0 2 
sur A. Cela se traduit par : 

( f~ n+k )*ds 2 = p 2 (dr 2 + sh 2 (r)dd 2 ). 
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Void 1’argument longueur-aire donnant le controle voulu : 


r2n f2e d2{n k) 

aire(/ _n+fc (A)) = / / ^ p 2 sh(r)drd6 ^ aire(f~ n+k D(x, 2e)) = A. 


II existe alors £o dans l’intervalle [e, 2e\ qui verifie : 

d 2(n ~ k) ,2tt 

V / p 2 j(e 0 ,.)dO^CA. 

3 = 1 J ° 


On a done : 

r2n / r2-K \ 2 

Long(ff n+k (dD(x,e 0 ) - c)) = J pj{e 0 , .)sh(e 0 )o$ ^ C f J p 2 (e 0 , .)d6\ ^ 7 

sauf un nombre d’indices j majore par Cd. 

Pour la partition de D, on remplace alors D(x,e) par D{x,Eq). 

Les disques de taille 2e se recouvrent un nombre fini borne a priori de fois. Autrement 
dit, les aretes creees au rang k , mais non incluses dans les preimages des aretes des etapes 
precedentes, ont leurs preimages dans f~ n (L) de longueur inferieure a 7 (sauf Cd n d’entre 
elles). Ainsi, en considerant maintenant toutes les etapes k et en remar quant que redecouper 
une arete creee au rang k dans une etape posterieure ne change rien aux estimees, on en 
deduit que le nombre d’aretes de f~ n (L) de longueur superieure a 7 est domine par Cnd n . 
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